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PETER DRABLØS
DERIVASJON (2):

PRODUKT, BRØK, KJERNEREGEL
UTDRAG AV ØVINGSHEFTET
I  dette heftet tar vi for oss derivasjon ved hjelp av produktregelen, brøkregelen og kjerneregelen. Disse teknikkene er svært ofte benyttet i derivasjon, ikke minst i andre fag som fysikk, kjemi, økonomi osv. 

NB! Bruk av disse reglene til å derivere funksjoner av typer som:

f(x) = sin(5x),   f(x) = 
[image: image49.wmf]Þ

,   f(x) = x 2 . cosx,   f(x) = x 2 . e x – 1 ,   f(x) = ln(x 2) o. l.,

behandles i andre hefter:  ”Derivasjon: Trigonometriske funksjoner” og ”Derivasjon: Eksponential – og logaritmefunksjoner”
NØDVENDIG FORKUNNSKAP (behandlet i andre hefter):

Derivasjon av funksjoner av n-te grad: 

f(x) = 4x 3 + 5x 2 – 3x + 7  
[image: image2.wmf]Þ

 f ’(x) =  12x 2 + 10x  – 3 

Potensregning: 

Multiplikasjon: x 3 .  x 2 = x 5 

Potens opphøyd i en eksponent :  (x  3 ) 4  =  x 12
Negativ eksponent:  
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 =  7 . x - 6

Multiplikasjon av polynomer, sammentrekking: 

(2x 2 + 5x – 3) . (x 3 + 3x 2 –  2) 

=  2x 5 + 6x 4 –  4x 2 + 5x 4 + 15x 3 – 10x – 3x 3 –  9x 2 + 6 

=  2x 5 + 11x 4  + 12x 3 –  13x 2 –  10x + 6

Faktorisering: 

8x 5 . (x – 2) 4  +  6x 3 . (x – 2) 5  =  2x 3 . (x – 2) 4 . (4x 2  +  3 . (x – 2))



     =  2x 3 . (x – 2) 4 . (4x 2  +  3x – 6)
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4. REPETISJONSOPPGAVER

Heftet har 24 sider

1. PRODUKTREGELEN
[image: image13.png]



Regel:



            f(x)  =  u  .  v   =   første faktor . andre faktor
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            f ’(x)  =   u ’ .  v    +   u .  v ’   

= (første faktor derivert) . (andre faktor)  pluss  (første faktor) . (andre faktor derivert)
EKSEMPLER 1.1:
a) Vi skal derivere:
 f(x) = x 3 .  (5x – 2)
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  f ’(x)  =   3x 2 .  (5x – 2)    +   x 3 . 5  =  15x 3 –  6x 2  +  5x 3  =  20x 3 –  6x 2  

c) Vi skal derivere:
 f(x) = 2x 5 .  (3x 2 –  4x + 2)
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                        u ’             v                         u              v’                  
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  f ’(x)  =   10x 4 .  (3x 2 –  4x + 2)    +   2x 5 .  (6x  –  4)
                        =   30x 6 –  40x 5  +  20x 4  +  2x 6 –  8x 5  =  42x 6 –  48x 5 + 20x 4   

OPPGAVER 1.1:
a) Deriver:
  f(x) = x 7 .  (4x + 5)
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                u ’             v             u        v’                  
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  f ’(x)  =            .  (4x + 5)   +   x 7  .                 =  28x 7 +  35x 6  +  4x 7  =  32x 7 +  35x 6  
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Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp:
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f) Deriver:
  f(x) = (x 3 + x 2 – 3) .  2x 5
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                              u ’                 v                 u                                      v’     
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 f ’(x) =                                .                  +                                     .              

HUSK NØDVENDIGE PARENTESER!
[image: image41.wmf]Þ


=  


   




              = 16x 7 +  14x 6 –  30x 4   

2. BRØKREGELEN
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Regel:

               u                              u’ .  v  –   u  .   v’
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EKSEMPLER 2.1:







        u’                         u

a) Vi skal derivere:
                2x


              2 .  (3x + 1)  –   2x  .   3




  3x + 1



   (3x + 1) 2








      v
     v 2
         v’

Utregnet:
               




  6x + 2 –  6x                2 




    




   (3x + 1) 2
       (3x + 1) 2











NB! BEHOLD NEVNEREN PÅ KVADRAT – FORM I SVARET! (ikke multipliser ut!)
OPPGAVER 2.1:







          u’                           u

a) Deriver:

                 2x


                           . (5x + 1) –            . 5




  5x + 1 



           (5x + 1) 2








               v      v 2
      v’

Utregnet:
      





10x +  2  –  10x              2 










      (5x + 1) 2

(5x + 1) 2


    Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp:






 u’                                              u

f) Deriver:
          x 3 – 3 


              .                           –                      .  


          x 3 –  1 



               

                     




HUSK NØDVENDIGE            v                                             v’
       PARENTESER!


      v 2 


Utregnet:
   



               –   
      
  


      




     







HUSK NØDVENDIGE            
       


    PARENTESER!


    6x 2

(x 3 –  1) 2
3. KJERNEREGELEN 

Kjerneregelen bruker vi når f(x) kan skrives som funksjon av en annen funksjon (kjernefunksjon), u(x): 
f(x)  =  g(u(x))

F. eks. kan f(x) = (x – 5) 6  skrives slik:  f(x) = (2x – 5) 6  

I dette tilfellet er kjernefunksjonen u(x) = 2x – 5 

og den ytre funksjonen g er at 2x – 5 er opphøyd i 6. potens


              Regel:
f(x)  =  g(u(x))   
[image: image9.wmf]Þ

 f ’(x)  =  g ’(u(x)) . u ’(x)
   f ’(x) =  ytre funksjon derivert multiplisert med kjernefunksjonen derivert
        ”som om kjernefunksjonen ikke var der, bare en x – og vi beholder kjernefunksjonen”

EKSEMPEL 3.1:
Vi skal derivere:
f(x) = (2x – 5) 6  






      ytre funksjon deriveres

Vi får:

          f’(x) =  6 . (2x – 5) 5 .  2  







kjernefunksjon deriveres

Regner ut:

      =  12 . (2x – 5) 5         [NB! Vi regner ikke ut (2x – 5) 5 !] 

Legg merke til at den ytre funksjonen deriveres ”som om den var f(x) = x 6 ”:

f(x) = (x) 6  gir  f’(x) =  6 . (x) 5   

I tillegg multipliserer vi altså med den deriverte av kjernefunksjonen:

f(x) = (kjerne) 6  
[image: image10.wmf]Þ

  f’(x) =  6 . (kjerne) 5 .  (kjerne)’ 
OPPGAVER 3.1:
a) Deriver:

f(x) =   (3x + 1) 8  






                 ytre funksjon deriveres

Vi får:

          f’(x) =           . (3x + 1)       .              =  24 . (3x + 1) 7

         kjernefunksjon deriveres





        Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp:
f) Deriver:

f(x) =  3 .  (x 3 – 5x + 6) 7


Vi får:

          f’(x) =           .         .                                       .                  


      =  21 . (x 3 – 5x + 6) 6. (3x 2 –  5) 
Når vi deriverer brøkfunksjoner der telleren er et tall (dvs. x forekommer ikke i teller), er det bedre å bruke kjerneregelen enn å bruke brøkregelen (se side 8).

EKSEMPEL 3.3:
Vi skal derivere:

                    3







     x – 1  

Vi skriver om funksjonen:
f(x) =   3 . (x – 1) – 1






      

  ytre funksjon deriveres [– 1 – 1 =  – 2] 

og bruker kjerneregelen:
f’(x) =  3 . (– 1) . (x – 1) – 2 .  1    =   (– 3) . (x – 1) – 2      


                          kjernefunksjon deriveres
og dermed får vi: 
  


3  



  

      (x – 1) 2    

EKSEMPLER 3.4:
a) Vi skal derivere:
f(x) = 
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  Først skriver vi om funksjonen, så deriverer vi: 






deriver kjernefunksjonen 





   
  eksponenten

          – 1 

                 4
       =  4 . (2x + 5) – 3          f’(x) =  4 . (– 3) . (2x + 5) – 4 .  2   =        –   24  


  (2x + 5) 3  






   
          (2x + 5) 4




kjernefunksjonen
OPPGAVER 3.3: 

a) Vi skal derivere:    f(x) = 
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Skriv om f(x):



           deriver kjernefunksjonen





                eksponent           – 1 


     2          =  2.(3x – 7)
    f’(x) =  2 .             . (3x – 7)      .             =      –   24


             (3x – 7) 4 

       






 (3x – 7) 5

        kjernefunksjonen
Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp.
KJERNEREGEL KOMBINERT MED PRODUKTREGEL

Produktreglen blir spesielt nyttig sammen med kjerneregelen: 

Når f(x)  =  u  .  v  der u og/eller v er potenser, bruker vi begge reglene sammen.

I dette avsnittet kombineres teknikker som tidligere er behandlet. 

Videre vises det at faktorer som er opphøyd i eksponenter i f(x) kan faktoriseres ut én grad lavere i f ’(x):
f(x) = x 3 .  (2x – 1) 5     gir 
f ’(x)   =  x 2 .  (2x – 1) 4 .  (16x – 3)  


KJERNEREGEL KOMBINERT MED BRØKREGEL

I dette avsnittet kombineres teknikker som tidligere er behandlet. 

Det nye er at brøken i f ’(x) kan forkortes. Forkortingen demonstreres på en enkel måte.
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