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TRIGONOMETRISKE LIKNINGER 

(1): Likninger med bare sinus

(2): Likninger med bare cosinus

(3): Likninger med bare tangens og cotangens
UTDRAG AV ØVINGSHEFTENE
I  hefte (1) tar vi for oss likninger som involverer sin(x), sin(t . x), sin(t . x + v o)  og 2.grads likninger med sin(x) som ukjent størrelse. 

Først finner du en grundig behandling av likningen  sin(x) = tall  i kapittel 1. Teknikken blir videreført i kapitlene 2 og 3. I siste del av heftet brukes teknikkene i kapitlene 1 – 3 til å løse likninger som involverer sin(t . x), sin(t . x + v o) og sin 2x. Helt til slutt finner du et kapittel om løsninger i radianer.

Heftene som omhandler cosinus og tangens og cotangens er bygd opp på samme måte som heftet for sinus. I denne presentasjonen er det hentet utdrag fra alle tre heftene.
Som alle emner i trigonometri er også løsing av likninger av stor betydning i behandling av mange ulike emner: Svingninger, vekselstrøm, atomfysikk, optikk, meteorologi, hydraulikk og aerodynamikk, og mange flere.

NØDVENDIG FORKUNNSKAP:
Kjennskap til sinusverdier for vinkler generelt: 

Verdier for vinkler i 1. omløp (mellom 0 o  og  360 o) , 

Verdier for vinkler generelt i 2., 3., 4. omløp osv., og negative vinkler.   

Kjennskap til enhetssirkel, sinus – kurven, cosinus – kurven og tangens - kurven er en fordel

Løsing av 2. grads likninger (kapittel 6)
INNHOLD (for likninger med sinus – tilsvarende for de andre)


1. LIKNINGER AV TYPEN  sin(x) = tall 


2. LIKNINGER AV TYPEN  k . sin(x) = tall 


3. LIKNINGER AV TYPEN  k . sin (x) 
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tall 1 = tall 2 

4. LIKNINGER AV TYPEN  k . sin (tx) 
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tall 1 = tall 2

5. LIKNINGER AV TYPEN  k . sin (tx
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vo) = tall


6. LIKNINGER AV TYPEN a sin 2(x) + b sin(x) + c = 0


7. LØSNINGER REGNET I RADIANER


8. REPETISJONSOPPGAVER

Hefte (1) har 36 sider, hefte (2) har 32 sider, hefte (3) har 36 sider

1. LIKNINGER AV TYPEN:   sin(x ) = tall

Vi må huske at    -1 < sinusverdi < 1     alltid gir to vinkler    x 1   og   x 2    i  1. omløp,
og generelt uendelig mange vinkler:      x 1 + n . 360 o   og   x 2  + n . 360 o     
[image: image35.png]



 Vi skal finne x fra sin(x) = sinusverdi 


 5. Først finner vi x 1 fra kalkulator:

     Avhengig av kalkulator:




enten    
INV SIN sinusverdi       


eller
       SHIFT SIN sinusverdi

gir kalkulatorverdi for vinkelen x


eller      
SIN – 1    sinusverdi        

     Dersom sinusverdien er positiv er løsningene i 1. omløp:  (Negativ verdi: Se side 8)







x 1 =  kalkulatorverdi for x
6.  Den andre løsningen finner vi slik:
x 2 =  180 o – kalkulatorverdien for x 
     Generelt er det uendelig mange løsninger:  

x 1 + n . 360 o   og    x 2 + n . 360 o   Der   n = . . . – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3 . . .   

 
(n er antall omløp i positiv eller negativ retning, og n = 0 i 1.omløp)

(Årsaken til at metoden begynner med pkt. 5 vil komme fram senere (se side 16))

LØSNING I 1. OMLØP:
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EKSEMPLER 1.1:

a) Vi skal finne x når
     sin(x)    =  
[image: image5.wmf]2

1

 = 0,5 


VI FÅR TO LØSNINGER FOR x:

5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN 0,5   gir vinkelen    x   =  30 o 










kalkulatorverdi for x

6.
Løsninger i 1. omløp:
x 1  =  30 o  







    
x 2 =  180 o –  30 o          
[image: image6.wmf]Þ


x 2 =  150 o

Generell løsning er: 
    
x 1  =   30o + n . 360 o      og 
x 2  =  150 o  + n . 360 o    

OPPGAVER 1.1:  (Flere oppgaver av samme type, med gradvis mindre hjelp.)
a) Vi skal finne x når
     sin(x)    =    0,4

VI FÅR TO LØSNINGER FOR x:

5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN 0,4   gir vinkelen    x   = 

 







6.
Løsningene er:
x 1  =  23,58o  



kalkulatorverdi for x





x 2 =  180 o –    
            
[image: image7.wmf]Þ

    x 2 =  156,42  o


Generell løsning er:  x 1  =  
              + n . 360 o      og     x 2  =    
             + n . 360 o    

h) Vi skal finne x når
     sin(x)    =    0,1637


5.
Fra kalkulator får vi:   INV SIN  

     gir vinkelen  x   =


6.
Løsningene er:
x 1  = 






x 2 =  

       
                  
[image: image8.wmf]Þ

    x 2 = 

 


Generell løsning er:  x 1  =  
              

         og  x 2  =    
          
Negativ sinusverdi gir negativ vinkel 
EKSEMPLER 1.2:

a) Vi skal finne x når
 sin(x)    =  – 
[image: image9.wmf]2

1

 = – 0,5
5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN – 0,5   gir vinkelen    x   =  – 30 o 










     kalkulatorverdi for x
6.
Løsningene er:
x 1  =  – 30 o  



Løsninger i 1. omløp:
x 1  = (– 30 o ) +  360 o         
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      x 1  =   330 o






x 2 =  180 o – (– 30 o)           
[image: image11.wmf]Þ

      x 2  =  210 o

Generell løsning er: 

x 1  =  330 o + n . 360 o         og       x 2  =  210 o  + n . 360 o    
OPPGAVE 1.3: (Fasit side 10)
a) Vi skal finne x når
     sin(x)    = – 0,4

5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN (– 0,4)    gir vinkelen  x   =  








6.
Løsning:


x 1  =  – 23,58o  

        kalkulatorverdi for x


Løsninger i 1. omløp:
x 1 =      
     +  360 o    
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    x 1  =  336,42 o








    
x 2 =  180 o –  (
     )    
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    x 2 =  203,58  o

Generell løsning er: 
    
x 1  =  336,42 o + n . 360 o     og     x 2  =  203,58 o  + n . 360 o    
Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp.
2. LIKNINGER AV TYPEN  konstant . cos(x)  = tall


 Vi skal løse likningen: 



konstant . cos(x)   =   tall    

 3.
Dividerer med konstanten foran cos(x)

konstant . cos(x)
   tall










      =  









     konstant

 konstant


 4.
Forkorter venstre side, regner ut høyre side:

     cos(x)  =  cosinusverdi

 Videre som i kapittel 1:

 5.
Vi bruker cosinusverdien til å finne vinkelen x 1 fra kalkulator.

 6.
Den andre løsningen er:   x 2 =  360 o – kalkulatorverdien for x 1
(Årsaken til at metoden begynner med pkt. 3 vil komme fram senere (se side 13))
EKSEMPLER 2.1:
a) Vi skal finne x når
     


6 . cos(x)   =     3 

3.
Dividerer med konstanten foran cos(x)

6 . cos(x)
 3









     =  









     6

 6


4.
Forkorter venstre side, regner ut høyre side:
     cos(x)   =  0,5
Videre som i eksempel 1.1(a):

5.
Fra kalkulator får vi:  INV COS  0,5  gir vinkelen    x   =  60 o 










kalkulatorverdi for x

6.
Løsninger i 1. omløp:
x 1  =  60 o  
 






    
x 2 =  360 o –  60 o          
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x 2 =   300 o

Generell løsning er: 
    
x 1  =   60o + n . 360 o      og 
x 2  =  300 o  + n . 360 o    

OPPGAVE 2.1:  Vi nøyer oss med bare å finne løsningene i 1. omløp (Fasit side 12)
a) Vi skal finne x når
     


5 . cos(x)   =   2 
3.
Dividerer med konstanten foran cos(x)

5 . cos(x)
    2









      =


4.
Forkorter venstre side, regner ut høyre side:
     cos(x)   =  

Videre som i oppgave 1.1(a):

5.
Fra kalkulator får vi:    INV COS  0,4      gir vinkelen  x   =  66,42o 










kalkulatorverdi for x
6.
Løsningene er:
x 1  =  66,42o  







x 2 =  360 o –    
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    x 2 =  293,58  o
Oppgavene videre har gradvis mindre hjelp.

3. LIKNINGER AV TYPEN   konstant . sin(x) 
[image: image16.wmf]±

 tall 1  = tall 2


   Framgangsmåte for å løse likninger av typen:
   konstant . sin(x)   
[image: image17.wmf]±

   tall 1  =  tall 2   








      Skift fortegn!

   1. Leddet med sinus må stå alene på venstre side:    konstant . sin(x)  =  tall 2  
[image: image18.wmf]m

   tall 1   


   2. Regner ut på høyre side: 


  
    konstant . sin(x)  =  tall    


   3. Dividerer med konstanten foran sin(x)

    konstant . sin(x)
   tall










       =  









      konstant

  konstant


   4. Forkorter venstre side, regner ut høyre side:

     sin(x)    =  sinusverdi


VI FÅR TO LØSNINGER FOR VINKELEN x:


   5. Sinusverdien vi nå har funnet bruker vi til å finne vinkelen x 1 fra kalkulator:


 Avhengig av kalkulator finner vi kalkulatorverdien for vinkelen x 1 slik:







enten      INV SIN sinusverdi         






eller  SHIFT SIN sinusverdi 





eller       SIN – 1    sinusverdi         


 Når sinusverdien er negativ, blir kalkulatorverdien for x 1  også negativ.


 Hvis vi ønsker positiv vinkel er  x 1  =  negativ kalkulatorverdi  +  360 o
 

   6. Den andre løsningen finner vi slik:   x 2 =  180 o – kalkulatorverdien for x 1


Positiv  x 1  og  x 2  er løsninger i 1. omløp.



Generelle løsninger er:   x 1  + n . 360 o  og  x 2   + n . 360 o           

Eksemplene og oppgavene i dette avsnittet er en videreføring av de to foregående avsnittene.

4. LIKNINGER AV TYPEN  

konstant . tan (tx) 
[image: image19.wmf]±

tall 1 = tall 2  og  konstant . cot (tx) 
[image: image20.wmf]±

tall 1 = tall 2

Løsning av likninger av typen   konstant . tan (t .x )
[image: image21.wmf]±

 tall 1  =  tall 2 starter som i kapittel 3. Det nye er at vi nå først får   t . x    =   x  + n . 180 o  og  så vi må dividere med t for å få (de generelle) løsningene:


t . x    
x  + n . 180 o  


x   

180 o  



   =   


     
[image: image22.wmf]Þ


x    =   

+ n .

  t   

t


  t

  t
 

Merk at perioden for gjentatte vinkler ikke lenger er 180 o.  

Altså får vi flere enn 2 løsninger i 1. omløp når  t > 1  (2.t løsninger når t er et helt tall)    
Når t < 1 har vi 2, 1 eller 0 løsninger i 1. omløp (avhengig av verdien av t).


Løsning av likninger av typen   konstant . cot (t .x )
[image: image23.wmf]±

 tall 1  =  tall 2 starter som i kapittel 3.

Vi finner først     cot (t .x ) = cotangensverdi    og så finner vi    tan (t .x ) = tangensverdi.

Resten av løsningsmetoden er som for tangens.
Eksemplene og oppgavene i dette avsnittet er en videreføring av de foregående avsnittene.
5. LIKNINGER AV TYPEN konstant . sin (tx
[image: image24.wmf]±

v o) = tall 

Løsning av likninger av typen    konstant . sin (t .x 
[image: image25.wmf]±

v )= tall  starter som i kapittel 3. Det nye er at vi da først får   t . x 
[image: image26.wmf]±

v o    =   x 1  + n . 360 o  og    t . x 
[image: image27.wmf]±

v o    =   x 2  + n . 360 o  

Først må vi få t . x alene på venstre side av likhetstegnet, og regne ut på høyre side:


t . x =   x 1 
[image: image28.wmf]m

v o    + n . 360 o    og    t . x =   x 2 
[image: image29.wmf]m

v o  +  n . 360 o



regn ut



     regn ut


t . x =  (ny  x 1)    + n . 360 o    og    t . x =   (ny x 2)  +  n . 360 o
så vi må dividere med t for å få (de generelle) løsningene (som i kapittel 4):



         (ny  x 1) + n . 360 o  
          (ny  x 1)

360 o  


   x    =   



x    =   

  + n .




t


  t

  t
 



         (ny  x 2) + n . 360 o  
          (ny  x 2)

360 o  


     x    =   



x    =   

  + n .




t


  t

  t
 
Merk at perioden for gjentatte vinkler ikke lenger er 360 o.  

Altså får vi flere enn 2 løsninger i 1. omløp når  t > 1  (2.t løsninger når t er et helt tall)    
Når t < 1 har vi 2, 1 eller 0 løsninger i 1. omløp (avhengig av verdien av t).

Eksemplene og oppgavene i dette avsnittet er en videreføring av de to foregående avsnittene.

 6. LIKNINGER AV TYPEN    a sin 2(x) + b sin(x) + c = 0

a sin 2(x) + b sin(x) + c = 0  er en 2.grads likning med sin(x) som ukjent:

a sin 2(x) + b sin(x) + c = 0     
[image: image30.wmf]Þ

   a u 2 + b u + c = 0     der   u = sin(x)
Vi løser først 2.grads – likningen på vanlig måte (for eksempel med kalkulator)

Da får vi 2, 1 eller ingen verdier for sin(x): sinusverdi(ene) = løsning(ene) 
   
Hver sinusverdi gir 2, 1 eller 0 løsninger for x, i alt maksimalt 4 løsninger.

Hvis    – 1 < sinusverdi < 1   finner vi x som i kapittel 1 (2 løsninger)

Hvis  sinusverdi = 1  eller  sinusverdi = – 1  får vi 1 løsning, se side 13 (pkt. 2 og 3)

Hvis sinusverdi > 1  eller  sinusverdi < – 1  får vi ingen løsning.

NB!
Vi begrenser oss til å finne    x 
[image: image31.wmf]>
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    (dvs. 1. omløp) 

både i eksemplene og i oppgavene. (Generell løsning: vinkel + n . 360 o)
OPPGAVER 6.1: (Flere oppgaver av samme type.) 

a) Vi skal løse likninga   5 sin 2(x)  –  4,5 sin(x)  +  0,9  =  0  for  x 
[image: image32.wmf]>
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Først løser vi 2.grads – likningen  5 u 2  –  4,5 u  +  0,9  =  0  (Bruk kalkulator!)



Løsningene er         
 og 




Altså har vi:
sin(x) = 
          og     sin(x) = 

   


      Vi skal finne x når
    sin(x)   =  


5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN 

      gir vinkelen   x   =  










  kalkulatorverdi for x

6.
Løsninger i 1. omløp:
x 1  =  







    
x 2 =  180 o  – 

      
[image: image33.wmf]Þ


    x 2 =  

   


      Vi skal finne x når
    sin(x)   =  


5.
Fra kalkulator får vi:    INV SIN 

      gir vinkelen   x   =  










  kalkulatorverdi for x

6.
Løsninger i 1. omløp:
x 1  =  







    
x 2 =  180 o  –  
      
[image: image34.wmf]Þ


    x 2 =  

7. LØSNINGER REGNET I RADIANER

I dette avsnittet er teknikker fra foregående avsnitt gjentatt, denne gang med utregninger i radianer.
� EMBED PBrush ���
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 kap. 2
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 kap. 1





 NB!


 Blå, 
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 og 
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 farge


 brukes


 til to
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 formål
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